ISFD N° 127 “Ciudad del Acuerdo”

UNIDAD 3: ANILLOS DE POLINOMIOS

En nuestra educacion matematica se nos introdujo muy pronto -generalmente en los primeros afios de secundaria-
al estudio de los polinomios. Durante una temporada que parecia que no iba a tener fin, se nos obligaba, hasta
el punto del aburrimiento insoportable, a factorizarlos, multiplicarlos, dividirlos y simplificarlos. La facilidad
en factorizar un polinomio cuadratico, se interpretaba como una muestra de genuino talento matemaético.
Posteriormente, en los primeros anos de la educacién superior, los polinomios hacen de nuevo su aparicién en
un marco algo distinto. Ahora son funciones, con sus valores, y nos preocupan su continuidad, sus derivadas,
sus integrales y sus maximos y sus minimos.

También aqui nos interesaremos en los polinomios, pero desde un punto de vista distinto de cualquiera de los
dos que hemos enumerado. Para nosotros, los polinomios serdn simplemente, elementos de un cierto anillo y lo
que nos interesard seran las propiedades algebraicas de ese anillo.

Definiciones

Los conjuntos de polinomios con coeficientes en Z, Q, R o C, que simbolizaremos mediante Z[z], Q[z], R[z] y Clz]
respectivamente, son, con respecto a la suma y el producto habituales de polinomios, dominios de integridad
conmutativos con unidad (Ejercicio).

En general, dado un anillo A, el conjunto A[z] de polinomios a coeficientes en A se define como:
Alz] = {p(x) = Zaixi ra; € AVi=1,...,nAn¢€ N}
i=0

El grado de un polinomio p € A[x] no nulo, que denotaremos gr(p), se define como el mayor natural n tal que
an # 0. Vale decir,

g?"(p) =n=a, #0ANapt1 =apt2=..=0
Un polinomio de grado n se llama mdnico si a,, = 1.
En Alz ] la suma. y el producto se « definen de la siguiente manera.
Sean p(x Za 'y q(z Zb ;7 dos elementos de A[z] y, supongamos que n = gr(p) > gr(q) = m.

7=0
Entonces,

e la suma entre p(x) y g(z) es

p(x) +q(x) =) (ai + bz’ + Z a;x
=0 i=m-+1
e ¢l producto entre p(x) y q(z) es
n+m . 1
p(x)q(z) = Z c;z' donde ¢; = Z a;b;_;
i=0 J=0,j<n,i—j<m

Ejemplos

1. En Z[z], sean p(z) =322 + 2+ 5y q(z) =23 — 2z + 3, es

e p(z) + q(z) = 23 + 322 + 8 (Ejercicio)
o p(x)q(x) = 32° + 2* + 223 + 822 — 22 + 15 (Ejercicio)

2. En Zg[z], sean p(z) =322 + 2+ 5y q(z) =23 — 2 + 3, es
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e p(z) + q(x) = 23 + 32% + 2 (Ejercicio)
o p(z)q(z) = 325 + 2t + 223 + 222 + 42 + 3 (Ejercicio)

Proposicion

Sea A un anillo conmutativo con identidad.
Con la suma y el producto, anteriormente definidos, el anillo de polinomios (A[z],+,-) es un anillo conmutativo
y con identidad.

Dem.: Ejercicio

Proposicion
Si A es un dominio de intergidad, su anillo de polinomios A[z] también es un dominio de integridad.

n+m

Dem.: Sean p(z Zax y q(x be en Alx], con a, # 0y by, # 0. Sip(x Zazaz = Cmn =

anbm # 0, ya que A es un dominio de 1ntegr1dad
s p(@)g(x) #0

Corolario

Si A es un dominio de integridad y p y ¢ son dos polinomios no nulos, entonces

gr(pq) = gr(p) + gr(q)

Ejemplo
Si el anillo no es un dominio de integridad, el resultado del corolario anterior no es cierto (Ejercicio).

En general, si a es un divisor de cero y b # 0 es tal que ab = 0 o ba = 0, entonces:

(az™) (ba™) = 0
(bz") (az™) =0

Corolario
Si A es un dominio de integridad, los elementos invertibles de A[x] coinciden con los elementos invertibles de A.

Dem.: Llamemos U (Alz]) y U(A) a los conjuntos formados por los elementos invertibles de A[z] y A, respec-
tivamente. Queremos ver que U (Afz]) = U(A).
D) Puesto que A es un subanillo de A[z], todo elemento invertible de A lo es, obviamente, de A[z].

C) Sea p(z) € U (Alz]) = Jq(x) € U (Alz]) /p(x)q(x) = 1 A0 = gr(1) = gr(pq) = gr(p) + gr(q) pues A es
dominio de integridad. Luego,

Pero entonces ab =1Aa € U(A).
Ejemplos
L U2 = {-1,1}

2. U(Qz]) = Q—{0}
3. Si F es cuerpo= U (F[z]) = F — {0}

MSL (2010) 3° Profesorado en Matemética-Algebra 2



ISFD N° 127 “Ciudad del Acuerdo”

Teorema

Sea C un cuerpo y p(z), ¢(x) € C[z] con ¢=0. Entonces, existen s(x), r(z) € C|x] tales que p(z) = s(x)q(x)+r(x)
y r(x) =00 gr(p) <gr(q)

Dem.:

Supongamos que p(x Z a;xt 'y q(x Z bz

1=0
e Si gr(p) < gr(q), basta tomar s(z) =0y r(x) = p(z).

e Sigr(p) > gr(q) (vale decir, m > n), al ser C un cuerpo, b,, tiene un inverso multiplicativo, que escribiremos

b ; entonces
pla) = 2o g(@) + (ple) - 2o g(a)) = fean (@) + 7()
Ahora bien
m
7(x) :Zaﬁ: dm m— ”Zba: = ™ — A ™ F Q12T F = A 2™
i=0

y gr(7) <m —1 < gr(p)

— Si7=0o0 gr(r) < gr(q), el teorema estd probado.

— Si #(z) = ¢paP + cp_12P~1 + ..., con p > n, escribimos

p(z) = (‘Zm U pral” ") q(z) + (f(x) - E—Zaip_"q(x)) = ¢(x)q(z) + 7(x)

con gr(r) < gr(7).

Este proceso nos permite llegar en, a lo sumo, m —n+ 1 pasos a la descomposicién p(z) = s(x)q(x) +r(z).

Ejemplos (Ejercicios)

1. ;Cudl es la descomposicién en Q[z] si p(z) = 2% — 2% + 1y q(x) = 222 + 17

2. ;Cual es la descomposicién en Zz[x] si p(z) = 2* — 22 + 1y q(z) = 222 + 17

Definiciones

Dado un polinomio p(z) con coeficientes en un anillo A y un elemento a de A, p(a) es el resultado de realizar
en el anillo las operaciones que se obtienen sustituyendo x por a en el polinomio.

Dados dos polinomios p(z) y g(x) con coeficientes en un anillo A, diremos que ¢(x) divide a p(z) si Jc(z) €
Alz]/p(x) = c(x)q(x)

Corolario

Sea C cuerpo; si p(z) € Clz] y a € C,  — a divide a p(z) sii p(a) = 0.

Dem.: Ejercicio

Ejemplo

x — 3 divide a p(z) = 22 + 2 + 1 en Zi3[z], pero z — 3 no divide a p(x) = 2% + . + 1 en Qx].

Definiciones
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Dado un polinomio p(x) € Alx], a € A se dice raiz de p si p(a) = 0; por tanto, de acuerdo con el corolario
anterior, en un cuerpo, a es una rafz de p sii  — a divide a p(z). Si (z — a)" divide a p(x) pero (z — a)"*! no
lo divide, se dice que la raiz a tiene multiplicidad n.

Ejemplo

1 es rafz simple de 22 — 1 en Q[z], pero es raiz doble de 22 — 22 + 1 en el mismo anillo.

Corolario

Sea C cuerpo, dado un polinomio p(z) € C[z] con gr(p) =mn > 1,p(z) tiene a lo sumo n raices, contando cada
raiz tantas veces como indica su multiplicidad.

Dem.: Ejercicio
Sug.: Realizar induccién sobre n = gr(p).
Ejemplo (Ejercicio)

1, Qué sucede si C no es cuerpo?

Corolario

Sea C' un cuerpo y p(z) un polinomio de grado n en C[x]. Si existen m elementos distintos ay, as, ..., a,, de C
tales que p(a;) =0,Vi =1,2,...,m y m es mayor que n, el polinomio p(x) es el polinomio nulo.

Dem.: Ejercicio
Definiciones

n
Una consecuencia de que el polinomio 0 sea el neutro de A[x] es que dos polinomios p(z) = Z aiz’ y q(x) =
i=0

n n
Zbixi son iguales sii a; = b;,Vi = 1,...,n. Ademads, todo polinomio p(z) = Zaixi de Alz| define una
i=0

=0
n

funcién polinémica p : A — A dada por p(a) = Z a;a’.
i=0

Corolario
n
Sea p(z) = Z a;xz" un polinomio con coeficientes en un cuerpo C, que posee n raices r1, ..., T (contando raices
i=0
multiples por separado). Entonces,

Dem.: Ejercicio
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CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD PARA POLINOMIOS

Uno de los conceptos mas fructiferos cuando estudiamos, alguna vez, los niimeros enteros fue el de ntmero
primo. En los anillos de polinomios también se puede definir un concepto analogo al de niimero primo en el
anillo (Z,+,-); en el caso de los anillos de polinomios, los elementos que satisfacen propiedades similares a las
de los primos en Z se llamaran irreducibles.

Todo nimero entero positivo puede descomponerse en un producto de numeros primos; éste es el teorema
fundamental de la artimética. Algo similar ocurre en algunos anillos de polinomios. Los elementos primos de
un anillo de polinomios seran llamados polinomios irreducibles. En caso contrario diremos que el polinomio es
reducible. En esta seccién estudiaremos algunos criterios de irreducibilidad para polinomios en Z|z], Q[x], R[z]
y C[z]; en algunos casos la reducibilidad o irreducibilidad de un polinomio puede estudiarse mirando sus raices,
por lo que también veremos como encontrar raices de polinomios en algunos casos particulares.

Definiciones

Sea A un anillo conmutativo con identidad. Un polinomio p(z) € A[z] que no sea invertible en A[z], se dice que
es irreducible si para toda descomposicién de la forma p(z) = g(z)r(x) con ¢(z),r(x) € Alz], se tiene que o
bien gr(¢) = 0 o bien gr(r) = 0.

Un polinomio que no es irreducible, se dice reducible.

Ejemplos

2?2 —2 = (z 4+ V2)(z — v/2) es irreducible en Q[z] pero no en R[z], y 22 + 1 atin siendo irreducible en Q[xz] y
R[], no lo es en Clz].

Observacién

La irreducibilidad de un polinomio depende del anillo que se considere.

Proposicion

Sea C' cuerpo y p(x) € C[z] un polinomio de grado 2 o 3. p(z) es reducible en C[x] sii p(x) tiene una raiz en C.

Dem.:
Si p(x) tiene una raiz a en C, podemos escribir p(z) = (xr — a)g(x) y, por tanto, p(z) es reducible.
Reciprocamente, si p(z) es reducible, podemos escribir p(x) = ¢(z)r(z) donde al menos uno de estos dos

polinomios en los que se descompone p(z) es de grado uno; como C' es cuerpo, este polinomio de grado uno,
tiene una rafz en C este polinomio de grado uno, tiene una rafz en C, y ésta es a su vez raiz de p(x).

Ejemplos

1. El polinomio p(z) = 2% +  + 1 no tiene raices en Q; por tanto, es irreducible en Q[z].

2. El resultado anterior no es cierto para polinomios de grado superior a tres. Si tomamos p(z) = x* + 222 +
1= (2% +1)%, p(x) no tiene raices en Q y sin embargo puede reducirse en Q[z].

Proposicion
n

Sea p(x) = E a;zr" un polinomio con coeficientes en Z. Si ¢ es una raiz de p(x) con a y b primos entre si, a
i=0

debe ser divisor de ag y b debe ser divisor de a,,.

Dem.:
Si ¢ es una rafz de p(x) se tiene

P(3)=an($)" +ana(§)"

Multiplicando por b™, obtenemos

1+...+a1(%)+a020
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ana™ + ap_1a" b+ ...+ ajab® "t = —qb”

Como a es comun a todos los términos de la parte izquierda de esta igualdad, sacando factor comin se deduce
que a divide a agb™; como a y b son primos entre si, a no puede dividir a b™ y por tanto debe ser un divisor de
agp.

La igualdad anterior también puede escribirse de la forma

ana”™ = —an_1a" " 1b— ... — agab® "t — qgb”
Ejercicio: Completar la prueba para este caso.
Ejemplo

22 4 1 no tiene raices en Q ya que si las tuviera, tendrian que ser —1 o 1.

Teorema Fundamental del Algebra (Gauss)

Todo polinomio p(x) no constante con coeficientes complejos tiene al menos una raiz en C.

Dem.: No la haremos pues, si bien pueden darse varias demostraciones de este teorema, la mas sencilla hace
uso de la teorfa de funciones de variable compleja.

Corolario

Un polinomio de Clx] es irreducible sii es de grado 1.

Dem.: Ejercicio

Proposicion
Si r = a+ bi es una raiz compleja de p(z) € R[z], su conjugada, 7 = a — bi también lo es.

Dem.: Ejercicio

Corolario

Si p(z) € R[z] es irreducible en R[z], su grado es 1 6 2. Ademds, si el grado es 2 y p es irreducible, p(z) =
ax? + bz + ¢, con b — dac < 0.

Dem.:

Los polinomios de grado 0 no nulos son invertibles en R[z]. Todo polinomio de grado 1 es obviamente irreducible.
Si p(x) = ax® + bx + ¢ es irreducible, no puede tener raices reales y, por tanto, el discriminante de la ecuacién
ax? +br +c = 0, que es b®> — 4ac, debe ser negativo. Si gr(p) > 3, sea r € C una rafz de p; si r € R, x —r divide
a p(x) € R[z] v p(x) no es irreducible; si r = a + bi ¢ R, T = a — bi es también una raiz de p(z), y en C[z], se
tiene

p(z) = (z — (a = bi))(z — (a +1ib))q(z) = ((z — a) — bi)((z — a) + bi)q(z) = (2* — 2az + a® + b?)q(2)

por tanto ¢ ha de pertenecer a R[z], gr(¢) > 1y p(z) no es irreducible.
Ejemplos

1. 2% — 4z + 5 es irreducible sobre R[z] (Verificarlo).

2. 2% + 323 + 42 + x — 3 es reducible en Z[z] (Verificarlo).

Definiciones

n
El contenido de un polinomio p(x) = Z a;z’ se define como
i=0

C(p) = med (an, ..., a1, ao)
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El polinomio se dice primitivo si su contenido, C'(p), es 1.

Ejemplos
222 4+ 4x + 5 y 2% + 7 son primitivos, mientras que 222 + 4z + 6 no lo es.

Lema de Gauss

Si p(x) y q(z) son dos polinomios primitivos en Z[z], entonces p(x)g(x) también lo es.

Dem.: No la haremos.

Proposicion

Sean p(z) y q(x) dos polinomios en Z[z] y p(x) primitivo. Si p(x) divide a ¢(x) en Qx], p(z) divide a g(z) en
Z[z].

Dem.: Como p(z)|q(z) en Q[z], existe a(x) € Q[x] tal que ¢(z) = p(x)a(x), y escribiendo dicho polinomio a(x)
como a(z) = () a(z) con a(z) € Z[z] se sigue que bg(z) = p(z)a(x).

Tomando contenidos, tendriamos, C(bq) = C(pa) = ( ) (@); es de01r bC(q) = C(a) (sPor qué?). En estas
condiciones se obtiene que b|C(a), lo que implica que a(x (%) ) ya pertenecia, de entrada, a Z[z]. Por lo

tanto, la factorizacién ¢(z) = p(x)a(z) es también una factorlzamon en Z[z].

Teorema
Sea p(x) un polinomio primitivo en Z[z], entonces p(x) es irreducible en Q[z] sii es irreducible en Z|x].

Dem.:

=) Si p(x) fuera reducible en Z[z], se tendria p(z) = g(z)r(z) con ¢(z) y r(z) polinomios con coeficientes
enteros y ninguno de ellos una unidad; por tanto, 1 = C(q)C(r), ya que p(z) es primitivo, de donde se deduce
que C(q) = C(r) = 1; esto implica que el grado de g(z) y r(x) es mayor o igual que 1, ya que ninguno de los
dos es una unidad en Z[z]|. Asi pues, p(z) = q(x)r(z) es una factorizacién de p en Q[z] donde ni g(z) ni r(z)
son invertibles en Q[z], ya que tienen grado superior a 1, y p(z) también seria reducible en Q[z].

<) Reciprocamente, si p(x) = ¢(x)r(x) fuera una factorizaciéon de p(x) en Q[z], con factores que no son
unidades, podemos escribir ¢(z) = (%) ¢(z), con §(x) € Z[z] y primitivo. Pero entonces, G(z)|p(z) en Q[z] y.
por la proposicién anterior, G(x)|p(x) en Z[z]; esto es, p(x) también seria reducible en Z|x].

Proposicién (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein

Sea p(z E a;xt € Z[z] un polinomio primitivo con coeficientes enteros tal que existe un entero primo p que

divide a a;,i = O, 1,...,n — 1, pero que no divide a Ag y p? no divide a ag; entonces p es irreducible en Z[z].

Dem.: No la haremos.
Ejemplos
1. El polinomio % — 322 + 62 + 3 es irreducible en Z[x] ya que puede aplicarse el criterio de Eisenstein con
p = 3; como es primitivo, es también irreducible en Q[x].

2. El criterio de Eisenstein proporciona unicamente una condicién suficiente de irreducibilidad, pero no
necesaria (Analizar el polinomio 2 + 4).

3. Si p es un entero positivo primo, los polinomios 2™ + p son irreducibles en Z[z] y en Q[z] para cualquier
exponente natural n. Asf pues, al contrario de lo que ocurre en C[z] y R[z], es posible encontrar en Z[z]
y Qz] polinomios irreducibles de cualquier grado.

FIN
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PRACTICA 3: Anillos de polinomios

1. Encontrar las raices racionales de:

(a) 32° — Tz —5=0
(b) 223 —3x+1=0

2. Probar que 30x2™ = 91 no tiene raices racionales para ningin n > 1.

Estudiar la irreducibilidad de 2% + 1y ® + 2 4+ 2 en Zs[z] y en Zs|[x].

- W

Encontrar todos los polinomios cuadraticos ménicos con coeficientes en Zs.

ot

Descomponer z* — 522 + 6 sobre Q[z] y sobre R[z].
Descomponer z% — 1 sobre Q[z], R[z], C[z], Z[x] y Z7[z].

Descomponer z® — 1 sobre Q[z], R[z], [x] y sobre Zs[z].

© N o

Estudiar la irreducibilidad en Q[z] de los siguientes polinomios:

) %+ 222 + 4 + 2
) ot + 323 + 42% + 62 + 4
) @3 + 622 + 5z + 25
(d) 23 +62% + 112 + 8
) 2% — 8z +1
4_ 9,2
) x* — 222 + 8z +1
) ot 4222 —x +2
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