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Objetivos

Intentamos que este apunte constituya una herramienta-guia para los
alumnos y deberd ser complementada con la bibliografia indicada en el

proyecto anual de la asignatura.

I.- Introduccion:

I-1.- Surgimiento

Las ecuaciones diferenciales surgen en forma espontdnea cuando se
quieren resolver problemas fisicos, geométricos, astrondémicos, quimicos,
etc. También en ciencias bioldgicas, econdmicas y sociales. Permiten
formular planteos matematicos que primero idealizan y luego clarifican los

problemas que se desean resolver.

Ejemplo

v’ Escribir la ecuacion de la curva C tal que en cada punto P(x,y) €C la
pendiente sea igual al doble de la suma de las coordenadas de dicho punto.

Sea y=f(x) la funcidn que tiene como grafica a la curva C. Luego
v'= f(x) representa la pendiente de la curva C en el punto P(x,y).
Por lo tanto la condicidon exigida es y'=2(x+y). Con este elemental

planteo hemos formulado una ecuacién diferencial

Desde este simple ejemplo hasta cuestiones de importante complejidad,

se aplican las ecuaciones diferenciales en diferentes areas.
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I-2.- Resefia historica

Las primeras y mas sencillas ecuaciones diferenciales fueron resueltas en
el siglo XVII por Newton, Leibniz y los hermanos Bernoulli en problemas de
Geometria y Mecdanica. Estos primeros descubrimientos hicieron creer que
las soluciones de todas las ecuaciones diferenciales originadas en problemas
geométricos y fisicos podrian expresarse por medio de las funciones
elementales del Calculo. Por ello gran parte de los primeros esfuerzos
fueron orientados al desarrollo de técnicas ingeniosas para resolver
ecuaciones diferenciales por medio de recursos sencillos aplicados, tan sélo
un numero finito de veces, a las funciones ordinarias del Calculo.

Durante el siglo XVIII, fueron desarrollados procedimientos mas
sistematicos, principalmente por Euler, Lagrange y Laplace.

En 1820, Cauchy obtuvo el primer “teorema de existencia” para las
ecuaciones diferenciales, pero en 1841, José Liouville, demostré que tal

condicion no siempre era posible con medios elementales.

I-3.- Definicion genérica de ecuacion diferencial

Genéricamente, se llama ecuacién diferencial a una ecuaciéon que vincula
un conjunto de variables independientes, un conjunto de funciones en
dichas variables independientes y un conjunto de derivadas (ordinarias o

parciales) de estas funciones.

Mdas precisamente, una ecuacion diferencial es una ecuacién en la que
intervienen derivadas totales o parciales de una funcién desconocida vy:

[) si aparece una sola variable independiente, las derivadas son
derivadas ordinarias y la ecuacidn se denomina ecuacion diferencial
ordinaria.

/i) si aparecen dos o mas variables independientes, las derivadas son

derivadas parciales y la ecuacion se llama ecuacion en derivadas parciales.

Luego, en los casos particulares, si /a funcion desconocida es:
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¢ /) una funcion escalar

f:A—)R/AgR)

(o funcion real de variable real,
xed—>y=f(x)eR

/a ecuacion diferencial serd ordinaria y las derivadas que intervienen son

ordinarias;

*+ jj)un campo escalar

(o funcion real de variable vectorial o de varias variables

fi 4 > R |/ AgR”)
Fed—>y=f(F)eR '

la ecuacion diferencial seré en derivadas parciales y las derivadas que

intervienen son parciales.

NOTA: Se da por supuesta la existencia de las derivadas, es decir, no se

hace referencia a las condiciones que refieren a la existencia de las mismas.

I-4.- Definicion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

(Se la presenta soélo a modo de introduccion a futuros estudios del lector)

Una ecuacibn en la que figura como incognita una funcidén

u=u(x,x,,.,x,) de dos o mas variables y que establece un vinculo entre

las variables x,,x,...,x ; la funcidn « y las derivadas parciales primeras ou ,
Ox,

segundas 9« , ..., enésimas ou (con k, +k, +..+k.=n), de dicha

k k k,
Ox,0x, Ox, ' Ox, *..0x,"

funcion se llama ecuacion diferencial en derivadas parciales de orden ».
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Ejemplo:
v 8722 3522 0’z

ot axay+(972:o, donde z=:z(x,y).

Por lo tanto, las ecuaciones entre derivadas parciales, son aquellas que
contienen una o mas derivadas parciales, por lo que la funcidon incégnita

tiene que tener, al menos, dos variables independientes.

I1.-Ecuaciones diferenciales ordinarias.

II-1.-Definicion de ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

Se utiliza la palabra ordinaria para hacer referencia a las ecuaciones
donde sdlo aparecen derivadas ordinarias y no derivadas parciales.

Una expresion de la forma f(z,w,w')=0 donde zeC se llama ecuacién

diferencial ordinaria de primer orden.

Hallar una solucion de esta ecuacidn, es encontrar una funcion ofz)
compleja de variable compleja (Dpc C), tal que f(z,¢(z),¢'(z))=0 (Se da
por supuesta la existencia de la ¢'(z) por estar involucrados contenidos aun

no estudiados por los estudiantes del curso).

En tanto que, si se considera una f(x,u,u')=0 donde xeR, hallar la
solucién de la ecuacion diferencial, sera hallar una funcién p(x) compleja de

variable real, definida y derivable en un intervalo real I tal que satisfaga

f(x plx), p'(x))=0.
Ejemplo

/a)'(t): aa)(t) para teR; w() y aecC [luego, (1) = x(t)+iy(t);

a=a+bi]

Las soluciones tienen la forma a)(t) =k e” , donde aeC, keC
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NOTA: Luego de esta definicidn, para una presentacién mas genérica de las
ecuaciones ordinarias, en el presente trabajo, y salvo expresa indicacién de
lo contrario, nos ocuparemos exclusivamente de ecuaciones diferenciales

con una funcién incégnita real de variable/s real/es.

II-2.-Definicion de ecuacion diferencial ordinaria de orden superior

Una expresidon de la forma H(x,f(x),f'(x),...,f”(x))zO, que relaciona una
variable independiente real xe con los valores f(x) de una funcién real

incégnita y de sus »n primeras derivadas, se llama ecuacién diferencial

ordinaria de orden n.

Luego H es una funcidn definida en un dominio del espacio de n+2
dimensiones, en las variables x, f(x), f'(x)..., /" (x).
Si se considera y = f(x), la expresion de la ecuacion diferencial ordinaria

de orden serd H(x,y,y',---,y")=0
Ejemplo

v y'"+7y"+12y=0 donde y=y(x)

Las soluciones tienen la forma y(x)=C,e™ + C,e™, VxeR, C,,C,eR
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II-3.- Orden de una ecuacion diferencial

Ecuacién diferencial ordinaria de orden » es toda ecuacién en la que
interviene una derivada de orden » y ninguna derivada de orden superior a
n.

Orden de una ecuacién diferencial es el mayor orden de derivaciéon que

aparece en la misma.

Ejemplos:

v’ xy"+7xy =senx, €S una ecuacién diferencial de 2° orden.

1 . . .
v oy 1—xy=0, es una ecuacion diferencial de 4° orden.
x? +

II-4.- Grado de una ecuacion diferencial.

Grado de una ecuacidn diferencial es el mayor exponente con que

aparece la derivada que da el orden. El grado existe si la ecuacidn

diferencial puede anotarse como polinomio respecto de las derivadas.
Ejemplos:

v ()" -y'x+y° =cosx, es una ecuacion diferencial de 4° grado

v y":%@ V' (x+2y") =y oy x? +4x(y")? +4(") =y, es una ecuacién
(x+2y)

diferencial de 3° grado
v =1+ (") =1+(»")*, es una ecuacion diferencial de 3° grado.

v 3" -2y'+4=0, no tiene grado
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II-5, - Resolucion de una ecuacién diferencial

Resolver una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, significa

hallar todas las funciones explicitas y=f(x) o implicitas H(x,y)=0, que la

satisfacen, llamadas soluciones, o también integrales.

Igualmente, una funcién escalar f es solucion de la ecuacién diferencial

ordinaria de orden superior H(x,y,y',...,y”)zo en el intervalo

A Vxed: Hlx, f(x), f' (@) £ (1))=0.

La solucién puede hallarse a veces en forma explicita o normal, pero en
otras ocasiones se la obtiene en forma implicita.

Puede llegarse a la solucion mediante una o mas integrales que eliminan
la o las derivadas.

Cada vez que se integra aparece una constante o parametro C.

Se llama solucién general de una ecuacion diferencial ordinaria de orden

n a una funcidon 7 tal que sus valores y los de sus derivadas satisfacen la

ecuacién diferencial y en cuya expresidon aparecen n constantes arbitrarias
independientes (o parametros). La cantidad de constantes puede reducirse
mediante condiciones iniciales o también a través de condiciones frontera.

En el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden,
para cada valor de la constante C existe una solucién particular de la
ecuacion (graficamente una curva plana).

Existe otro tipo de solucién, llamada solucién singular, que no es ni
general ni particular. La solucién de una ecuacién diferencial, que no esta
contenida en la expresién que define a la solucién general se llama solucién

singular.

Ejemplos:

v y':x
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y_s

dx

dy = xdx
J'dy =dex

2
V= x? +C (VC € R) Solucién general en forma explicita que representa a una familia de parédbolas

2
y= % +3 (Solucién particular)

1 2
kS
Y42y =x
v p+x=0
dy
— = —X
ydx
vdy = —xdx
Iydyzj—xdx
2 2
y———x—+C1
2 2
2 2
y_+x_:C1
2 2
Y +x7 =2C,

y? +x? = C (Solucién general en forma implicita )

y? +x? =4 (Solucién particular)
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y+x'=4

II-6.- Nota aclaratoria

Este apunte, como se ha dicho anteriormente, solo pretende dar una
introduccion sencilla al tema de las ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden. El lector interesado puede recurrir a una gran variedad de
libros que se refieren exclusivamente al tema.

Nos limitaremos, entonces, a ecuaciones diferenciales, que pueden
resolverse utilizando funciones escalares elementales y cuya solucion se

obtiene mediante los métodos conocidos de integracion.

II-7.- Existencia y unicidad de soluciones

II-7.a.- Reflexiones previas

La existencia de soluciones para las ecuaciones diferenciales no sera
objeto de tratamiento en este apunte. Sélo y para que el lector pueda

valorizar la importancia de este item presentaremos algunos ejemplos.

Planteada la ecuacién diferencial, el primer objetivo es encontrar una
expresion matematica que determine perfectamente todas las soluciones de
ella. Ello es factible en un importante nimero de ecuaciones pero también

existen ecuaciones donde no se puede asegurar la existencia de las
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soluciones y otras donde, pese a existir la solucidon, no se encuentra una

expresion clara de la misma.
Ejemplo:

v La ecuacién y"+y'+seny=0 donde y=y(x),xsR; admite soluciones

Vx e R, pero no pueden expresarse con una funcién conocida del céalculo.

Asimismo y una vez encontrada una relacidon matematica que permita
hallar las soluciones de la ecuacién diferencial, también cabe preguntarse si
puede haber otras soluciones ademas de las contenidas en esa expresion o,

si todas las formas de la misma seran solucién de la ecuacién planteada.
Ejemplo:

v La ecuacién y'=y, donde y=y(x)xsR; tiene todas las soluciones

contenidas en la expresidn y=Ce",VxeR A CeR .

v La ecuacion y'=xy’ donde y=y(x),xeR; contiene en la expresién

2 . L
y=————,xéRACeR a todas las soluciones de la ecuacion, excepto la

x +C

y=0,

Luego, para una ecuacién diferencial de primer orden, cuando se
puede encontrar una familia de curvas, que dependen de un parametro; no
se puede afirmar que necesariamente cubriran todas las soluciones de la

ecuacion.

La afirmacidon anterior también lleva a cuestionarse si toda familia de
curvas planas que dependen de un parametro permite hallar una ecuacién
diferencial de la cual esta familia de curvas es solucion. Asi se llega al

siguiente punto.
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II-7.b.- Existencia de una ecuacion diferencial que admita como soluciones

una familia de curvas.

Dada una familia de curvas, el problema ahora es hallar, una ecuacién

diferencial que la admita como solucién.

Ejemplos:

/ y = cx2
Esta expresidn representa al haz de parabolas con vértice en el origen y

con eje de simetria el eje de las ordenadas (familia de curvas de ecuacion

f(x.y,¢)=0)

Derivando tanta veces como constantes haya, (en este caso es soélo la ¢)
se obtiene:

V'=2cx

Es necesario eliminar la constante, pues si no, y = cx’ solo es solucion de

y'=2cx para el mismo c.

De y=cx’, es c:xl2 si x#0. (x:O:>y:O)

Reemplazando en y'=2c¢x, queda yx—-2y=0 Ve (expresidn que

contiene a la solucion y=0)

v y= clx2 +cyx
Representa a la familia de parabolas (o de curvas con dos parametros,
del tipo f(x,y,cl,c2)=0. Se obtendra entonces una ecuacion diferencial

ordinaria de 2° orden).

Derivando dos veces:

y'=2c,x+c, = )'"'=2c¢
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Eliminando las constantes:

"

¢ :y?/\c2 =y-2c,x=c, =y-)"x
Reemplazando ¢, y ¢, en la ecuacion del haz:

v =y?x2 +(y'—y"x)x =>y= y?xz +y'x—y"'x? =2y =x7 " 2x'2x7 Y= x7 "2y +2y =0

Se obtiene una ecuacion diferencial del tipo H(x,y,1',)')=0 que tiene a

tal familia como solucidn general.

Siguiendo el mismo procedimiento para el caso de una familia de curvas

con n parametros, la ecuacidon diferencial correspondiente es del tipo
H(x,y,y',y",...,y"):o. O sea, es de orden n y se la obtiene eliminando las »

constantes después de n derivaciones sucesivas.

Con los ejemplos presentados se intenta mostrar que: dada para una
familia de curvas planas derivables con continuidad de orden », en general,
es posible encontrar una ecuacion diferencial de orden » que admita a dicha

familia como soluciones de la ecuacion.

II-7.c.- Existencia de soluciones para ecuaciones ordinarias de primer orden

Obviamente, si y'= f(x), para f continua en un intervalo 7, sabemos
que la funcién goo(x):.[f(t)dt, x,el A x, cierto punto fijo; es una

solucion de y'=f(x). Mas aun, ¢(x)=¢,(x)+C (donde C es una constante

arbitraria) son soluciones de y'=f(x)  Vxel.

Pero el problema de hallar todas las integrales o soluciones de una
ecuacién diferencial es muchas veces una propuesta inalcanzable. Por eso,
adquiere especial relevancia el estudio para encontrar sdlo aquellas

soluciones que cumplen con ciertas condiciones prefijadas
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Por ejemplo, la ecuacién y'=y? VxeR; donde f(x,y)=y*, admite
- . 1 .
como familia de soluciones a ¢(x)=—-—. Esta expresion nos da las
X

soluciones de la ecuacion excepto para x =0, pese a que 0 e D,.

Por ello, un teorema general de existencia para las ecuaciones del tipo
y'= f(x,y), donde f es continua, sdlo podra ocuparse de la existencia de
una solucioén en cierto intervalo cercano al punto inicial.

Sélo a manera de comentario, y en referencia a las ecuaciones de primer
orden se presenta el siguiente teorema de existencia:

Sea y'= f(x,y), con condiciones iniciales (x,,y,), / funcién de variables
reales, definida y continua en el intervalo

I:(|x—x0| Sa/\|y—yo|Sb,siendo:a/\b>0) donde también
|f(x,»)|<M,¥(x,y)el, y ademés f cumple la condicidon de Lipschitz en I
entonces en |x—x,|<a existe una solucién uUnica a la ecuacion diferencial

con la condicion de valor inicial planteada.
[Condicion de Lipschitz: Sea f definida V(x,y)eS. Se dice que f

cumple una condicion de Lipschitz en S, si existe una constante K>0 tal que

|f(x,y1)—f(x,y2)|SK|y] _y2|r V(x,y,),(x,y,)€S]

OBSERVACIONES:

En determinadas ocasiones, interesa hallar todas las soluciones de una

ecuacién; en otras, en cambio, sdélo aquellas que satisfacen ciertas
condiciones, (es decir, elegir una curva particular). Las soluciones
particulares surgen de imposiciones adicionales, llamadas condiciones
iniciales, de frontera o de contorno.

Condicion inicial en una ecuacidon ordinaria es una condicidn que debe
cumplir la solucidon en un punto; determinando entonces, una solucién

particular de la ecuacidn. Por ejemplo: Resolver la ecuacién y'=ky tal que

»0)=2.
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Ejemplo 1:
v’ Para y'=3x” hallar la solucién cuya curva pase por el punto (2,3):

yv=3x2

d—y:3x2
dx
dy =3x’dx

J. dy = I3x2dx
y=x’+c (ceR familia de curvas ciibicas)

Luego,y=x’+cAx=2Ay=3=3=8+c=>c=-5

La funcidon asociada a f(x)=x’-5 es la solucidon requerida (siendo

y=1(x)).

Si la ecuacién diferencial es de 2° orden, para hallar una solucion
particular a partir de la general, debemos determinar dos constantes

arbitrarias y necesitamos, entonces dos condiciones iniciales.

Ejemplo 2:
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v Dada y''=2x", obtener la solucién a la cual pertenece el punto (0,2)y tal

que la curva tenga pendiente 3 en ese punto:

4
X

y'= B +C, (integrando una Vez)

5
y= )16—0 +Cx+C, (integrando otra Vez)

Condiciones del problema:
y=/1(x)
(0.2)e f
/1(0)=3
Considerando:

5 4

f(x):)lc—O+C1x+C2 :sf'(x)z%+c1

Reemplazando estas expresiones por:

x=0
f0)=2
f1(0)=3

obtenemos:

5 4

2=0—+C,0+C2 /\3=0—+C1
10 2

5
Luego C, =3AC, =2y la solucion particular buscada es y=)1C—0+3x+2

301
201

104

: X
107 =—+3x+2
- )

-20

-30
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II-7.d.- Unicidad de /as soluciones

Se presenta un ejemplo para motivar al lector:

Ejemplo:
2
y'=3y?
dy
—=3dxparay #0
yE
1
yi=x+C
y= (x + C)3

Notese que como también la funcidn nula (y =0), es solucién de la

ecuacién diferencial, pero no se obtiene a partir de la expresiéon general,

debe agregarse al conjunto solucién.

Ademas si se considera la condicién inicial y(0)=0, se encuentra que

P(X)=%"as también una solucién al problema con condiciones iniciales
planteado (Mas aun, se pueden encontrar infinitas soluciones al problema
dado). Luego el estudio de la unicidad, en las soluciones de un problema
con condiciones iniciales, requiere un detenido analisis de las hipotesis del

problema, para poder asegurar que se cumple dicha propiedad.

III.- Métodos de resolucidn de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden de forma normal

Los siguientes son algunos métodos, para ecuaciones diferenciales de
primer orden de forma normal (o que pueden alcanzar una expresion de

ese tipo, mediante algin cambio de variable conveniente). Son mecanismos
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gue permiten alcanzar la resolucion de la ecuacion diferencial a través de

cuadraturas (es decir, por medio de integrales indefinidas).

En todos los métodos desarrollados en el presente apunte, se dara

por supuesto el cumplimiento de las condiciones de existencia en D, .

III. 1.- Ecuaciones a variables separables.

III-1.a.- Conceptos previos

Sea y'=f(x,y), donde f es una funcién continua dada, tal que puede

descomponerse en producto de dos factores uno dependiente

n 14

exclusivamente de “x” vy el otro de

\

‘y”, se dice que es una ecuacidn

diferencial de variables separables.

Recordar: y'= f(x,y)=m(x)-q(y) ; m definida y continua en un intervalo

real I, q definida y continua en un intervalo real J.

Entonces la ecuacion a variables separables admite solucion en I x J .

(Nbétese que: se garantiza la existencia y no se hace referencia a

condiciones iniciales.)

Ejemplos:

v y': 2x

/ y': xy

/ ylz tg(X)
y
son tres ecuaciones diferenciales de variables separables.

Pero en el caso de las ecuaciones:

3 2
. X +Xx
A
X'y -y
v = sen(xy)

la separacién de las variables es imposible.
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III-1.b.- Desarrollo del método

Las ecuaciones diferenciales de variables separables, deben poder

expresarse de la forma:
y'=m(x)-q(»)

donde my g son funciones escalares continuas.

Entonces, como y'=ﬂ, tenemos: ﬂ:m(x)-q(y)
dx dx

® Si ¢(y)#0 podemos separar las variables:

dy
@ = m(x)dx

Entonces para ¢(y)#0, y como ¢ y m son continuas, estd asegurada la

existencia de las siguientes integrales

Id—y = Im(x)dx

q(»)

y asi, integrando, obtenemos la solucién general, de la forma:
p(y)=s(x)+C

1 - s
siendo p una primitiva de ?, y s(x) una primitiva de la funcion m.
q(y

® Si¢(y)=0=y(x)=0=)lx)=C

Ejemplo:
v Y 1 De esta expresion surge y = 0Ax # -2
y x+2
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Trabajando algebraicamente

*)

1n|y|=1n|x+2|+H, donde H € R
In|y|=In|x+2/+Ink =0 (k)0)

In ky =0
x+2
ky =1
x+2
=+

y:C(x+2), donde Ce R—{0jAx#-2Ay#0

con CeR.

OBSERVACION: Si se hubiera planteado la ecuacién(*) que admite y=0
como solucidn, dicha integral (y =0) se alcanzaria para C =0. Luego todas

las soluciones también estarian contempladas en la expresién y = C(x+2)

III-1.c.- Ecuaciones reducibles a variables separables

Sea la ecuacion y'= f(ax+by), con f continua, ay b constantes no

nulas.

En principio esta ecuacidon no es a variables separables, pero con un

mencionado.

En efecto, u=ax+by=>y=

conveniente cambio de variables (u=ax+by) se puede aplicar el método

u—ax u'—a

b

= y'=

Reemplazando en y'= f(ax+by)
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Se obtiene “—¢

= f(u), es decir: u'=a+bf(u)que es una ecuacién a

variables separables.
Ejemplo:
vV oy =(x+y)’ a=b=1

Considerando u=x+y=u'=1+)'

Reemplazando en la ecuacién se llega a u'-1=u’ = u'=1+u’

Luego @:Huz
dx

IlfuZ :J.dx l+u* #0 Vu
u

arc tg u=x+C
u=1tg(x+C)

Reemplazandoa u=x+y

x+y=tglx+C ,
Y g( ) CeR, soluciones de la ecuacion planteada
y= tg(x+ C)—x

III.2.- Ecuaciones homogéneas
IIT-2.a.- Conceptos previos

Una funcidn £ es homogénea de gradoa <> ViR, t # 0 es f(tx,ty) =t f(x,»)

Entonces, feshomogéneade grado cero < vreR, t#0 es f(tx,19)= f(x,y)

Propiedad:
Sea f(x,y):%’y;; P(x,y)#0, P y Q funciones homogéneas.
X,y
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Entonces f funcién homogénea de grado cero < Q(x,y) A P(x,y) dos

funciones homogéneas de igual grado.

Demostracion:

:>) P y Q funciones homogéneas
f(x,y) homogénea de grado cero = f(x,y)= f(tx,ty)

0(x.y) O(t) _ O(xy) _ O(tx.)
S =y ) = e = e Py ¢ Y@
homogén.)

O(x,y) 1°0(x,y)
P(x,y) t"P(x,y)

= 0= P0(x, 1)~ 10(x,) = 0= (i~ J0(x,y) = 0 =

t“—t" =0 (para Q(x,y)#0) = a=p pues t#0. Entonces P y

QO funciones homogéneas de igual grado para Q(x,y)#0

=<
QO(x,y)=0. Ademas Q homogénea de cierto gradoa € R =

= Q(tx,ty) =t“Q(x, y) para dichoa € R

Por esta igualdad y pues uno de los factores es nulo,
[O(x,y)=0] = 0O(tx,ty) =0 YaeR

2O, ty) =t“Q(x,y) VYV @ € R [ambos miembros de la igualdad son nulos]
Entonces si Q verifica la condicion de homogeneidad « € R, en

particular la cumplird para aquél SR para el que P resulta

homogénea. Luego Q y Phomogéneas de igual grado.

O(x, y)

)f( V)= P(x.y)

, P(x,y)#0, O(x,y) y P(x,y) homogéneas y de igual

grado
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Olex, ) _ 10l )
P(tx, Zy) t“P(x,y)

Luego, /' es homogénea de grado cero.

Sea t #0 entonces f (tx, ly) =

=" f(x.7)

Ejemplos:

+
v y':y x:f(x’y)
y—x

_y+ix H(y+x)
flanty) =2 = = )

f homogénea grado cero en D,

v 2)cyc17y—()c2 +3y2)dx =0

2xydy = (x2 +3y° )dx
dy _ x> +3y°
dx 2xy

2 +3 2
y'=xz—y= fx,y)
Xy

t’x? +3t%y? (x> +3y?%)
x,ty) = = = X,
s ) 2 txty 2t%xy S

f homogénea grado cero en D,

III-2.b.- Desarrollo del método

Sea y'=f(x,y), donde f es una funcién continua dada y homogénea de

grado cero.

Recordar:
Es conveniente efectuar un cambio de variables (u :1] gue nos llevara
X

a una ecuacion con variables separables.
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El cambio de variables a proponer surge espontdaneamente si se observa
gue toda funcidén homogénea de grado cero puede expresarse como funcion

del cociente £ ¢

X
X y '
En efecto, si f

v flety)=1(x.y).

es homogénea de grado cero, se verifica que:

Haciendo t=l resulta f(x,y)= ( Zj
X X

Esto sugiere el cambio de variables R (si x#0), con u =u(x).
X

si, la ecuacion propuesta y'= f(x,y), puede anotarse y'= f(l,u), o bien,

y'=hlu)

Luego como y=ux = y'=u'x+u .

Reemplazando en  y'=h(u) queda u'x+u=h(u), ecuacién que puede
resolverse separando variables:

u'x +u = hlu)

%x+u = h(u)
%x = h(u)-u
#z% si x#OAR(u)—u=#0
Integrando:
du
J}I(Ll)—_u—ln|x|+lnk, k>0
in{efa])= [T
h(u)—u
Luego,

du
Hﬂzehwﬁ
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Como u =u(x), corresponde a una solucién de esta Ultima ecuacién para
cada k, entonces y=x-u(x) proporciona una solucién de la ecuacién de

partida para cada valor de la constante.

Notese que al efectuar divisiones, generalmente perdemos soluciones

adicionales que deberemos considerar separadamente.

Ejemplo:

v (x2 +y* Mx—xy-dy=0

(x2 +y* Mx—xy-dy=0

dx dy
X+ )= —xy—=0
( 4 )dx ydx
(x2 +y2)—xyy':0
x2+ 2
y'=—y=f(x,y) x#0 y#0 (para, llevarla a la forma normal)
Xy

252 +t2y2 _tz(xz +y2)_ .
lxty - tzxy =t f(xay)

ecuacion homogénea de grado cero

flex,t9)=

u:X:y:ux:y':u'x+u
X

Reemplazando en

xt 4y’

= -
x* +u’x’

u'x+u=—-—5—— dondeu+0 pues y#0

X U

'

=f(xy); x£0Ay=0
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. x2(1+u2)
u'x+u=—-—~
xXu
L 1+d?
u'x = —u
u
R ER Ta e
u'x =——m—
u
du 1 . .
—Xx =— ecuacion a variable separable
dx u
2
u
—=In]x|+Ink k>0
2
2

u® =2Inlx|+2Ink
W=Inx’+lnC  (C=k*=>C>0)
2

% = ln(sz)

Y =x 1n(Cx2)

=l m(ee )}

y=% [len(Cx2)]y2 C>0, x=OEDf

IIT-2.c.- Ecuaciones reducibles a homogéneas

La ecuacion diferencial:

y'(x)zf( ax+by+c J

a,x+b,y+c,
no es homogénea de grado cero para ¢, #0vc, #0, [es decir, ¢/ +c2 >0],

pero puede transformarse en una ecuacidn de este tipo mediante un cambio

de variables conveniente y si se cumple la condicion.
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Notas:

¢+ Si ab,—ab =0=(suponiendo a, Ab,no nulos) R W RN

k(a,x+b,y)+ CIJ B f(k;( +c

que es una
ax+by+c, x+c

a, = ka, A blzkszy'(x)zng(

ecuacion como las planteadas en el punto /77-1.c

ax+by

* Si ¢/ +¢;=0, [es decir, ¢, =c,=0] :y’(x)zf( J es una

a,x+b,y
ecuacién homogénea de grado cero.
dy ax+by+c

Entonces para y'(x) = — = f{

J, con ab, —a,b #0A
dx

a,x+b,y+c,

A ¢! +c¢; >0; es necesario realizar el siguiente cambio de variables:
x=X+x, A y=Y+y,,

donde (x,,y,) es la solucién Unica del sistema de ecuaciones lineales y

(xo’J/o) # (0’0) .

{alxo +byo =—¢,
ayxy+byy, =—c;

La solucién Unica existe, pues su determinante:

a, 2

por la hipdtesis planteada y ademas es no nula pues ¢ +c; >0.

Luego, si x=X+x, A y=Y+y, = dc=dX A dy=dY

Entonces, la ecuacién diferencial dada se transforma en:
ar _ a(X +x)+b(Y +y,)+¢
dX az(X+xO)+b2(Y+y0)+cz

d_Y:f aX +bY +(ax,+by,+c)
dX a,X +b,Y +(a,x, +b,y, +c,)
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Como ax, +by,+c,=0A a,x, +b,y, +c, =0, obtenemos la siguiente

ecuacion diferencial homogénea:

4y (aX+bY
dx \aX+bY

y como dx=dX A dy=dY

Resumiendo, este tipo de ecuaciones diferenciales
. a,x+by+c, . , .
y'= fl ——— | se pueden convertir en homogeneas siempre que las
a,x+b,y+c,

rectas ) ax+by+c, =0y r,) a,x+by+c,=0 se corten en un punto, al

que notamos (x,,y,)-

Ndétese que al plantear X =x-x,AY=y-y, se realiza una traslacion,
donde x=X+x,Ay=Y+y,.

Al efectuar la traslacién, el punto (x,,y,) referido al sistema de ejes
cartesianos xy, se transforma en el origen de un nuevo sistema de ejes XY

paralelos a los anteriores. En el nuevo sistema de coordenadas cartesianas

XY, las constantes ¢, Ac, de las rectas, se anulan y se llega a:

X +bY, .
y= £ -AXEAN | o6 resulta homogénea.
a, X +b,Y,

Ejemplo.
v (4x+3y+1)dx+(Bx+2y+1)dy =0

(4x+3y+1)@+(3x+2y+1)d—y=o
dx dx

(Bx+2y+1)y'=—(4x+3y+1)
—4x-3y-1
3x+2y+1

'

y:
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= (x,y)=(-11)
x=X-1 ‘X:x+1
=
y=Y+1 Y=y-1
(Nota :se verificaque (-4)-2-3-(=3)=1# 0A(-1)* +1* > 0)

—-4x-3y=1
3x+2y=-1

Luego,

L —4X-1)-3(Y+1)-1 —-4Xx-3Y

— homogénea de grado cero

YT+ 2r+1) 41 3x+2r
eﬂ; u=£:>Y=uX:>Y'=u'X+M
3X 42V X
I b o 7 ¢
3X + 2uX
. —4-3u
= —u
3+ 2u
d_uX:—2u2—6u—4
ax 3+2u
—3-2u duzd—X

2u’ +6u+4 X

u2+3u+2:C-% (Cz%)

2
Y—2+3£+2=C~L Cc>0
X X X

2

Y +3XY+2X°=C
(y=1F +3(x+1)y-D+2(x+1y=C C>0

Luego

Y +3xy+2x° +y+x=C (solucion general) paraC > 0
Ademas y =-x, y=-2x-1 soluciones singulares de la ecuacién.
II1.3.- Ecuacion diferencial lineal de 1° orden.

IIT-3.a.- Definiciones

Se llama ecuacion diferencial lineal de 1° orden a una ecuacidn del tipo:
y+p(x)y = r(x) donde p y r son funciones

escalares conocidas y continuas en un intervalo I.
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> Si r(x)=0 Vxel, la ecuacion lineal suele llamarse incompleta (o lineal

homogénea) y puede resolverse separando variables.

En efecto,

1 1 d
y+p(x)y=0= y'=-p(x)y = ;y'= ~p(x) paray=0 = ;d—i =-p(x)=

y x)dx:j I (x)dx = 1n|y|+1nk——.[p Jix k>0=

= In(k|y])= -] p(x)dx dondey;tO/\k>0 = k|y|=e "™ donde y # 0 Ak > 0=
o Ip(x)ax

k

1
= y=t =J_r;e‘~[p(")‘b‘k>0:> y=Celt Cx0
La funcion y =0 también es solucion de la ecuacion y esta contenida en

la expresion general para C =0.

> Si r(x)#0, la ecuacién se llama ecuacién lineal completa (o no

homogénea) y puede resolverse mediante diversos métodos.

III-3.b;.- Método de Bernoulli para la resolucion de la ecuacion diferencial
ordinaria lineal de 1° orden

El método de Bernoulli, propone un cambio de variables.

Dada la ecuacién diferencial y+p(x)y=r(x), plantea la siguiente
sustitucion: y(x)=u(x)v(x) => y'=u'v+uw'.
Reemplazando en y'+p(x)y = r(x), se obtiene:

u'v+ uv'+p(x)uv = r(x):> u'v+ u[v'+p(x)v]: r(x) (*)

Para conocer la v=v(x), se impone que el resultado del corchete del 1°

miembro es nulo, es decir, v'+p(x)v=0. Luego queda planteada una ecuacién

diferencial lineal homogénea, de la que se sdélo se busca una solucidn

particular cualquiera:
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v'-l—p(x)v =0
dv
E——P(X)V

v__ j px)dx
v
1n|v| = —J. p(x)dx, seleccionando C = 0 pues interesa s6lo un valor particular

v(x) = g IPlx)ax

Al reemplazar v:v(x) en (*), y como v'+p(x)v=0, obtenemos:

u'e_'[p(x)dx = r(x)
u'= r(x)- ejp(x)dx

Luego, u =Ir(x)-e'[p(x)dxdx+C

Finalmente, la solucién general esta dada por:

y=uv= |:J. r(X)'eIp(X)dxdx+ C} 'e—J.p(x)dx
SLy= e_IP(X)dxJ.r(x)-e'[p(X)dxdx+ C.e_J.p(x)dx
Ejemplo:
v y2y=x
y=uv=y'=u'v+u

u'v+uv'+2uv = x

u'v+ u(v'+2v) =X

Solucidn particularde v'+2v = 0 :

V4+2v =0
dv
— =2
, J. dx
1n|v| =-2x
= e—2x
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Entonces
ue™ =x

Idu = jxe“ (integracion por partes)

2x 2x
u=>2_%_4c
2 4
erx er
Luego, y= ——+Cl|-e™
5 d ( 2 4

Ly= g— % +Ce** (Solucion general)

III-3.b,.- Método del factor integrante para la resolucion de la ecuacion
diferencial lineal de 1° orden completa

El siguiente método puede aplicarse para resolver algunas ecuaciones
diferenciales. Consiste en multiplicar los dos miembros de la ecuacidn
diferencial por un factor, no nulo, que haga posible la integracion.

Para y+p(x)y=r(x) cuya resoluciéon se desarrolld6 en el punto anterior,

mediante un cambio de variables, el factor integrante es l(x):ejp(x)d)c , que

surge de una eleccion arbitraria de la primitiva que aparece en el
exponente.

Al multiplicar ambos miembros de la ecuacion, queda:
O L ) S

Ahora bien, el 1° miembro es la derivada, respecto de x, de yef"(x)”’-‘_

(x)ax
d ej.p j
(y o[ pxax [ plx)ar
+plxle’

En efecto, —— % =)'e
dx

Reemplazando en (*) se obtiene:

=r
dx

La solucion se obtiene integrando ambos miembros respecto de x:
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ye'[p(x)dx =Jr(x)ejp(x)dxdx+C

Finalmente, y:efjp(x)dx.[r(x)ejp(x)dx+Cefjp(x)dx, que es la misma expresién

obtenida anteriormente mediante sustictucion de variables.
Ejemplo:

voy-2y=e”

Como p(x)=-2, un factor integrante es /(x)=e".

Multiplicando por ¢** a los dos miembros de la ecuacion propuesta:

e (y2y)=e e ey 2e Fy=e" = —d(y;;x ) =e' = J.—d(y;;x ) = Ie" =
2x

= ye =ex+C:>y=(ex+C)ezx = y=e" +Ce™

Si bien el cambio de variables es un poco mas extenso, en general,

resulta mds facil que memorizar el factor integrar.

IIT-3.c.- Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden reducible a lineal:
Ecuacion de Bernoulli

Una ecuacion facilmente reducible a lineal es la siguiente:
y'—p(x)y =y”r(x) donde p(x)y r(x) funciones continuas; n una constante

real donde n#0An=1 (si n=0 0 n=1se llega a los casos ya vistos).

Esta ecuacién se conoce como ecuacion de Bernoulli en honor al
matematico Jacques Bernoulli (1654-1705), miembro de una célebre familia
de matematicos suizos, a quien se le atribuye haber usado por primera vez

la palabra “integra/”en matematica.

Como el exponente de y en el segundo miembro no es ni 0 ni 1, la

ecuacion no es lineal.
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Entonces, suponiendo (para los casos en que n >0, pues si n<0 esta

restriccién ya esta impuesta en la definicién de la ecuacién dada) que y =0,
se divide ambos miembros de la ecuacién diferencial por ", y se obtiene:
Yy plx) = r(x).

Efectuando el cambio de variable z=y'™", resulta: z'=(1-n)y™)' o bien

Reemplazando en y™y'+y"™ p(x)=r(x), obtenemos la ecuacién lineal:

—n ] n 1
vy 1—+Z-p(X)=V(X)
—n

z+z- p(x)=r(x) con incognita z = z(x)

que puede resolverse como se ha indicado.

Al hallar z, la solucién de la ecuacién inicial, estd dada por z=y'™".

Notese que si n>0 resulta que y=0también es una solucion de la

ecuacion dada.

Ejemplo:

1
voyH—y=x'y*
X
Dividiendo por y*, queda
-4 1 -3 _ 3
y y+—y =X
X
. . 1
Si hacemos z=y es z'=-3y™*)', o bien y'=—§y42'.

.y _ 1 _
Reemplazando en la ecuacién y*y'+—y~ =x’:
X
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y—4(_ ljy4zv+lz — x3
3 X

3
——zZ+—z=x
x

(multiplicando miembro a miembro por (— 3))
3

z'-=z =-3x" (ecuacion diferencial linealen z y z')
X

Para resolverla, hacemos z=uv, y obtenemos:

3
u'v+u'—=uy =-3x°

X
3
u'vHul vi-=v |=-3x°
X
La ecuacién incompleta para resolver es:
3 v 3 dv 3
V——v=0=—=—= —=J.—dx:>ln|v|=31r1|x|:>v=)c3
X A% X A% X

Luego, u'x’ =—3x3Ax¢0:>u'=—3:>Idu=—3Idx:>u=—3x+C
.‘.z=(—3x+C)x3 =z==3x"+Cx°

. . 1
Finalmente, 7 =-3x*+Cx’, 0 bien y:(—3x4+Cx3)A, que resuelve la

ecuacion dada y como n>0 se debe agregar la soluciéon y=0.

III.4.- Ecuacion diferencial exacta

III-4.a.- Ecuacion diferencial total exacta
(Definicion y céalculo de la solucion)

La ecuacion diferencial P(x, y)dx+QO(x, y)dy =0 es total exacta, si el primer

miembro es una expresion diferencial total exacta, o sea, si existe una
. . op
funcion potencial ¢(x,y)/ ¢, =8_=P A g, =—=0.
X

En ese caso, la ecuacidon dada toma la forma dp=0 y admite como

solucién general la que surge de ¢(x,y)=k.
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Recordar que la condicidn necesaria y suficiente para que la expresién

dada sea diferencial total exacta es la de simetria:

P =0, (Py :aa—P/\Qx =2—QJ, para P y Q derivables con continuidad en una
) y "

region del plano (abierto y simplemente conexo).

En ese caso, para resolver la ecuacion diferencial se determina una
funcién potencial.
Para hallar la solucidn general, basta igualar la funcidon potencial a una

constante.

Sintetizando:

- P(Xa Y)

Q(x,y)

Si Py Q son derivables, con continuidad en un conjunto simplemente conexo y
P,=0,=3¢p(x,y)/Vo=(P,0)
Toda solucién a la ecuacion difernecial se obtienede ¢ =k, k € R

Plx,y)dx + O(x, y)dy =0 < y' =

Ejemplo:

v (& 2yt (y-2x)dy =0

P_,
» = 3p/Vp = (P, Q) (Se verifica la condicion de simetria)
©_,
ox
3
p— 68_40 2y == J'(xz _ 2y)dx+ f(y) - x?_ 2xy + f(y); f(y), independiente de x
X
2
0= 88_)(/;) =y-2x=>@= I(y — 2x)dy + g(x) = y? -2xy+ g(x); g(x), independiente de y
3 2
%—2xy+f(y)=y?—2xy+g(x)
2
f(J’) = y? ¥ 2
3 Luego, (D(X, J’) =5 2xy +y_
X 3 2
glx)==
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3 2
La solucion de la ecuacion diferencial es ¢ =k = % —2xy+ y? +C=0 (C=-k)

OBSERVACION: Toda ecuacién de variables separables puede trabajarse

como un caso particular de este tipo de ecuaciones.

IIT-4.b.- Ecuaciones reducibles a exactas.

En las aplicaciones no es frecuente que las ecuaciones diferenciales de
10 orden sean exactas.
También, puede demostrarse que cualquier ecuacién normal de 1° orden

puede transformarse en total exacta. Para ello, en algunos casos, basta

elegir una funcion x tal que, si la ecuacion diferencial
P(x,y)dx+QO(x,y)dy =0 no es exacta, lo sea la ecuacién que se obtiene
multiplicando ambos miembros por u = u(x,y). Es decir, se debe encontrar
x no nula, tal que u(x,y)P(x,y)dx+O(x,y)dy]=0 sea una ecuacién
diferencial total exacta.

Lamentablemente, no se conoce ninguna forma sistematica para hallar
estos factores de integracion y, en la practica, sélo pueden encontrarse para
expresiones muy especiales. La situacidn mas sencilla es aquella en que un
factor integrante es una funcidon escalar, es decir, el factor depende
exclusivamente de la variable x o de la variable y.

El problema es entonces encontrar las condiciones que deben cumplir las
funciones P y Q para que la ecuacién diferencial P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0
admita un factor integrante que dependa exclusivamente de x.
(Analogamente se encuentran las restricciones para que u = u(y)).

Suponiendo que la ecuacién u(x)[P(x,y)dx+ O(x,y)dy]=0 es exacta, y sea
P(x,y) = u(x)P(x,y) n O°(x,y)= u(x)O(x,y), entonces al derivar parcialmente

para hallarP" AQ'., se obtiene:
P, (x,y)= px)P,(x,y) A Q"clx,y)= ul(x)O, (x, )+ 4 (x)O(x, »)

Por la condicidon de simetria debe ser:
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#(x)P,(x,y) = u(x)0,(x,y)+ ' (x)O(x. ).

Py(x’y)_QX(x’y),u(x).

Despejando 4'(x), queda '(x)= 0Cy)
X,y

. 0
Si yT depende solamente de x, entonces para hallar u, se resuelve

,(x): Py(xay)_Qx(x>J’)
g Olx, »)

(lineal incompleta).

u(x) como ecuacién diferencial lineal en u A

De la misma forma empleada para hallar un factor integrante que

depende de x, puede probarse que existe un factor integrante que depende

- P ,
exclusivamente de y si QXP ~ depende soélo de la variable y.

Lo mas conveniente, para aplicar este método, es buscar la diferencia

entre Q y P,y luego ver qué resulta al dividirla por P o por Q.
Ejemplo:

v (y+Inx)dx—xdy=0 (x;é())
o _
oy
90 _
ox

1

—> no €s exacta
-1

Se necesita hallar un factor integrante

,u(y+ lnx)dx—,uxdy = 0/8_P = a—Q; Uux)=0
oy Ox

P _ (y+Inx)+
Y H\Y H
00
2y
o HX— U
Considerando i = ,u(x): = pfnp, =0
H=—p'x—u
jﬂLD{Ea (u#0 A x#0)
U X
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U=+x"=pu=x"

Volviendo a la ecuacion dada :

(x’zy +x 7 In x)dx —x'dy=0

oP )

P

8y =de
_Q:x_2

Ox

o, =xy+x Inx= g = [(1y+a nalx+ f(y) =~y —x(nx+1)+ £(y)
9, =—x"'>p= —jx’ldy +g(x)+C, =—x"y+g(x)
Luego, —xy—x'(nx+1)+ f(y), =—x"y+glx)= f(y)=0
g(x) =—x" (lnx + 1)

Luego, lasoluciénes ¢(x,y)=—-x"y—x"(Inx+1)=k, obien
—x'y—x'(Inx+1)+C=0 conC =k

IV.- Método de resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden de forma no normal

IV.1.- Ecuacion de Clairaut: Definicion y método de resolucion

Se llama ecuacion de Clairaut a una ecuacién del tipo:
xy'=y+f(»)=0
donde f (y') es una funcion continua con derivada primera continua en cierto intervalo

I, (es decir para y'€l)

Forma de resolucion

Tomando y'=P=xP-y+ f(P)=0 = y=xP+ f(P).

Como I es derivable,
y'= xP'+P+ f'(P)P'
P =xP'+P+ f'(P)P'

0= P'[x+ f'(P)] = alguno delos factores debe ser nulo
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> P'=0=P=C yreemplazandoen y=xP+ f(P), es
y=xC+ f(C) VC e R (Solucioén general)

x=-/'(P)
y=xP+ f(P)=—f"(P)P+ f(P)

donde la solucidn estd dada en forma paramétrica (pardmetro P) y no es

> x+f'(P):0:>{

una solucién general ni particular de la ecuacién diferencial. A esta solucién
se la denomina singular y geométricamente representa la envolvente de

todas las rectas dadas por y =xC+ f(C).

Recordar que la solucidbn singular no es general pues no esta
comprendida dentro de la expresidn donde aparece la constante arbitraria,
ni es solucion particular pues no se obtiene a partir de la general (no existe
valor de la constante que nos permita alcanzarla).

Luego, la ecuacién de Clairaut, admite como solucién general a una
familia de rectas y una solucién singular que es la envolvente de dichas

rectas.

Recordar: Una curva es envolvente de una familia de curvas si, y sélo si,
en cada uno de sus puntos es tangente a la curva de la familia que pasa por

dicho punto.

Ejemplo:
v oy=x(y)

y'=P

y =xP— P’

y'= xP'+P —-2PP'

P =xP'+P-2PP'= xP'-2PP'=0
(x-2P)P' =0

» P'=0=P=C ..y, =Cx—C" Soluciongeneral (familiade rectasno paralelas)
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x=2P= P=
> x-2P=0=

y=xP-P? = 2

X

2

x? 1

—_— =—x° Soluciodn singular
4 Vs 4 g

. L/ 1 .
(La parabola de ecuacion y=Zx2 es la envolvente de la familia de rectas

propuesta como solucién general)

Alexis Claude Clairaut fue uno de los matemdaticos mas precoces de la

historia, aventajando incluso a Blaise Pascal.

Miembro de una familia de veinte hijos, solo uno de los cudles sobrevivio

a su padre, matemadtico estimable, rivalizo en precocidad con un hermano

menor, que murio de viruela a los 16 anos.

Clairaut, francés, vivio entre 1713 y 1765.
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Tipo de
) Caracteristica Forma de resolucién
ecuaciones
Variables dy
f(x,y)=m(x). m(x)dx =
separables Goy)=m(x). a(y) '[ '[Q(y)
Cambio de variable ,,_Y _, Var.
Homogéneas f(x,y)= f(tx,ty) t=0 x
separable
. . x =X+ xg A
’ [alx +by+e j a, b, Cambio de variable >
y'=fl ————— #0 y=Y+y,
ax, + b,y +c, a, b2
— Homogénea

Cambio de variable y(x)=u(x)v(x) A

Lineal y+plx)y =r(x)
A Viplxp=0 — .v(x)
Ecuacion de
. y'=p(x)y = y"r(x) Cambio de variable z = y'™ - lineal
Bernoulli

Diferencial exacta

Vo=(P,0)>p=k

Py(x,y)—Qx(x,y)

Multiplicar u(x), ) w(x)= ulx)
Reducibles a plicar (<), () olx.»)
exactas * "

X, > P = Qx - P
/1( y) y Q X y'(y): - y y(y)
y'=P —sol. gral. y la envolv. (sol.

Clairaut w'-y+£(1)=0

sing.)
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NOTA: Para “Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales ordinarias de primer

orden” Parte ll, se proyecta abordar algunos temas muy vinculados con las

ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, que sélo por falta de

tiempo no han sido tratados en este trabajo. A saber: Interpretacion

geométrica de las ecuaciones diferenciales de primer orden. Trayectorias

ortogonales de una familia de curvas planas. Curvas integrales. Sistemas de

ecuaciones diferenciales. Aplicaciones. Ejercitacidon. Resolucién de ciertas

ecuaciones de orden superior.
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