ISFD N° 127 “Ciudad del Acuerdo”

UNIDAD 1: TEORIA DE GRUPOS

En este capitulo emprenderemos el estudio del objeto algebraico conocido como “grupo”, que sirve como uno de
los bloques de construcciéon fundamentales de la gran estructura que hoy se llama dlgebra abstracta. En capitulos
posteriores echaremos una mirada a alguno de los otros, tales como: anillos, cuerpos y espacios vectoriales.
Aparte de que ya se ha hecho tradicional comenzar con el estudio de los grupos, hay razones naturales convin-
centes para esta eleccion. Para comenzar, los grupos, como sistemas con una sola operacion, se prestan a la més
simple de las descripciones formales. Sin embargo, a pesar de esta simplicidad de descripcién, los conceptos fun-
damentales del dlgebra, tales como homomorfismo, cociente, etc., que juegan un papel tan importante en todas
las estructuras algebraicas -en realidad en toda la Matematica- entran aqui en una forma pura y reveladora.

Antes de que los detalles nos abrumen, echemos una ojeada rapida al camino que vamos a recorrer. En el
algebra abstracta tenemos ciertos sistemas bésicos que, en la historia y el desarrollo de la Matematica, han
alcanzado posiciones de importancia extraordinaria. Estos son, generalmente, conjuntos con cuyos elementos
podemos operar algebraicamente -por lo que entendemos que podemos combinar dos elementos del conjunto,
quizas de varias maneras, para obtener un tercer elemento, también del conjunto- y ademds, suponemos que
estas operaciones algebraicas estan sujetas a ciertas reglas que se indican explicitamente en los que se llaman
aziomas o postulados definitorios del sistema. En este marco abstracto, intentaremos probar teoremas acerca de
estas mismas estructuras generales, esperando siempre que cuando estos resultados se apliquen a una realizacién
particular y concreta del sistema abstracto, afluiran hechos y conocimientos de la estructura interna del ejemplo
que se discuta y que habrian quedado oscurecidos para nosotros por el volumen de informacién sin importancia
que se nos presenta en todo caso particular.

Es importante subrayar que estos sistemas algebraicos y los axiomas que los definen, deben tener cierta natu-
ralidad. Deben surgir de la experiencia que resulta de observar muchos ejemplos; deben ser ricos en resultados
significativos. Sentarse, hacer una lista de unos cuantos axiomas y proceder al estudio del sistema asi descripto,
no resulta un procedimiento adecuado de trabajo en Matematica. Admitimos que esto es lo que hacen algunos,
pero la mayor parte de los matematicos, descartaran estos ensayos como matemdticas mediocres. Los sistemas
que se estudian, son estudiados porque casos particulares de estas estructuras han aparecido una y otra vez,
porque alguien finalmente, noté que estos casos particulares eran realmente concreciones de un fenémeno gen-
eral, porque alguien nota analogias entre dos objetos matematicos aparentemente disimiles y ello le dirige hacia
una investigacién sobre las raices de estas analogias.

Para citar un ejemplo, hacia finales del siglo XVIII y comienzos del XIX se estaba estudiando caso tras caso
de este objeto matematico que hoy conocemos como grupo; pero, sin embargo, no fue sino hasta ya bastante
avanzado el siglo XIX que se introdujo la nocién de grupo abstracto.

Las tnicas estructuras algebraicas hasta ahora encontradas que han resistido el embate del tiempo y han
sobrevivido y crecido en importancia, son las basadas en un amplio y alto pilar de casos particulares.

Entre matemaéticos, nadie discute ni la belleza ni la importancia de los grupos.

Comentarios histéricos

Las ideas que contiene la definicién de grupo, estaban presentes en algunos trabajos de matematicos realizados
durante la segunda mitad del siglo XVIII y todo el siglo XIX. Todas ellas se referian a casos particulares de
grupos, principalmente grupos de permutaciones.

El estudio de la resolucién de ecuaciones algebraicas fue el que aglutiné mas trabajos y desde donde més
tarde germinarian las ideas que servirian para definir el concepto abstracto de grupo. El matemético que més
contribuyé durante el siglo XVIIT a este tema fue Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Fue un matemético francés
nacido en Italia, que a los 19 afios ya era Profesor en la Escuela Real de Artilleria de Turin y acabé trabajando
en los grandes centros matemaéticos de su época. En 1766 aceptd la invitaciéon de Federico el Grande de Prusia
para ocupar la vacante que habia dejado Leonhard Euler (1707-1783) en la Academia de Ciencias de Berlin
y en 1797 fue nombrado Profesor de Matemadtica de la Escuela Politécnica de Paris. En un articulo publicado
en 1771 en la revista de la Academia de Ciencias de Berlin, trat6 de sistematizar los resultados conocidos sobre
la resolucionde las ecuaciones de grado 2,3 y 4. En el proceso, encontré que las férmulas para resolver las
ecuaciones de estos grados estaban relacionadas con la cantidad de valores distintos que pueden tomar ciertas
expresiones de las raices de la ecuacién. Por ejemplo, en la ecuacién de grado 4 con raices z1,r2,23 v 4, la
funcién y = f (z1, 22, 3, 24) = 2122 + 2324 s6lo toma tres valores distintos cuando se permutan las raices de
las 4! = 24 maneras posibles. Esto, encontré Lagrange, estaba ligado con el hecho de que la resolucién de la
ecuacion de cuarto grado pudiera reducirse a encontrar las raices de una de grado 3.
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La exposicién anterior tiene relacién con los grupos tal como lo entendemos actualmente. En el ejemplo anterior,
el conjunto de las permutaciones que producen el mismo valore de f constituyen un subgrupo del grupo de todas
las permutaciones. Precisamente, hay tantos subgrupos distintos de este tipo como valores distintos toma f: en
nuestro ejemplo 3. Lagrange, denominé a este tipo de razonamientos “teoria de las sustituciones” y todos sus
trabajos estan escritos en el lenguaje de los valores que puede tomar una funcién de las raices de una ecuacién.
Asi, por ejemplo, logré probar que el niimero de valores diferentes que puede tomar una funcién de las raices, es
un divisor del total de sustituciones que pueden hacerse, lo que es una formulacién particular del que nosotros
hemos denominado Teorema de Lagrange. La “teoria de las sustituciones” de Lagrange, influyé en los trabajos
del matemadtico italiano Paolo Ruffini (1765-1822), quien creyé haber demostrado que las ecuaciones de quinto
grado no pueden resolverse mediante radicales, y en los del matemdtico noruego Niels Herik Abel (1802-1829),
a quien se le reconoce la primera demostracion correcta del resultado que crey6 haber demostrado Ruffini.
Todos estos trabajos fueron superados por los de Fvariste Galois (1811-1832) quien en su juventud senté las
bases de la resolucion de las ecuaciones algebraicas, enlazando la solucion de éstas con las propiedades de los
grupos de las sustituciones. Mientras tanto, usé por primera vez las palabras “grupo”, “normal”, “isomorfismo”
y “simple”, siempre referidas a permutaciones.

Evariste Galois nacié en un pueblo cercano a Paris y tuvo una corta, pero azarosa, vida. A la muerte de su
padre, ocurrida en 1829, se sumé el rechazo para entrar en la Escuela Politécnica de Paris, con lo que tuvo
que conformarse con ingresar en la Escuela Normal Superior. Sus ideas revolucionarias le valieron la prisién en
dos ocasiones, lo que aproveché para continuar trabajando en sus ideas acerca de la resolucién de ecuaciones
algebraicas. Poco después de salir de su segundo periodo en la carcel, Galois se vio envuelto en un duelo, no se
sabe si por razones politicas o amorosas. Temiendo no sobrevivir al duelo, dedicé los 1ltimos dias de su vida
a escribir los principales resultados de sus investigaciones matematicas. El manuscrito, que envié a su amigo
Auguste Chevalier, contenia las ideas principales para resolver el problema de solubilidad mediante radicales
de las ecuaciones de quinto grado o superior. Permanecié olvidado hasta que Joseph Liouville (1809-1882) lo
present6 en 1843 a la Academia de Ciencias de Paris y fue aceptado para publicarlo.

Mientras tanto el matemadtico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) continué trabajando en la teorfa de
los valores que puede tomar una funcién de las raices de una ecuacién, como habia sido descripta por Lagrange.
Sus articulos sobre este tema comenzaron en 1815, pero fue en 1846 cuando aparecié el resultado que hoy lleva
su nombre: todo grupo de permutaciones cuyo orden es divisible por un primo p tiene al menos un subgrupo de
orden p.

También en el contexto de las permutaciones, el matemé&tico noruego, Mejdell Ludwig Sylow (1832-1918) publicd
en 1873 uno de los trabajos que supuso el mayor avance en esta teoria desde los resultados de Cauchy. Sylow
logré demostrar, escrito en lenguaje moderno, que no sdlo todo grupo de orden n tiene un subgrupo de orden p
st p es primo y divide a n, sino que los tiene de todos los drdenes p° siempre que p® divida a n y para el mayor
s para el que esto suceda solamente hay uno de ellos. Estos resultados se conocen con el nombre de Teoremas
de Sylow.

En el proceso de gestacion de la definiciéon abstracta de grupo hay que mencionar al matematico britdnico
Arthur Cayley (1821-1895) quien en 1854 propuso una definicién abstracta de estructuras que satisfacfan al-
gunas propiedades que se asemejaban a la definiciéon de grupo. Ni sus contemporaneos estan preparados para
manejar una definicién tan abstracta, ni Cayley estaba convencido de que fuera necesaria, puesto que él continué
trabajando con las permutaciones y ademads sabia que sus estructutas abstractas podian considerarse grupos de
permutaciones.

A principios del siglo XX las ideas ya estaban maduras para que una definicién abstracta de grupo no ofreciera
problemas. Varios matematicos publicaron articulos durante la primera década de este siglo en donde, con
ligeras modificaciones, apareceria el concepto abstracto de grupo tal como nosotros lo definimos. A partir de
aqui los matemadticos empezaron a trasladar a este contexto mads general las definiciones y los resultados de
sus antepasados sobre grupos de permutaciones. El Teorema de Lagrange, el de Cauchy y los de Sylow fueron
generalizados. En lugar de buscar propiedades de algin grupo concreto y después tratar de demostrarlas en la
estructura mas general, se definieron conceptos directamente para esta estructura y se obtuvieron resultados
con ellos. Los conmutadores de dos elementos de un grupo y los automorfismos de un grupo, son ejemplos de
ello.

El siglo XX ha vivido una gran actividad en torno a la teoria de grupos. La clasificacién de todos los grupos
finitos, ha ocupado gran parte de los trabajos de muchos de los matematicos que se han dedicado a esta rama.
Muchos de los conceptos y de las teorias aparecidas han podido parafrasearse en el lenguaje de los grupos y se
han encontrado aplicaciones en cristalografia. Siendo, quizéds, demasiado optimista, el mateméatico francés Jules
Henri Poincaré (1854-1912) afirmaba que la teoria de grupos permitiria reducir toda la Matemética a su forma
mas pura.
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Definicion

Sea G un conjunto no vacio. Una operaciéon binaria en G, es una aplicaciéon G x G — G.
Hay varias notaciones de uso comin para la imagen de (a,b) € G x G bajo una operacién binaria: ab (notacién
multiplicativa), a + b (notacién aditiva), a @ b, a * b, etc.

Ejemplo
La adicién y la multiplicacién son ejemplos de operaciones binarias en N, Z, Q,R y C.
Definicién

Un semigrupo es un conjunto no vacio G junto con una operacion binaria en G que es
i) asociativa: a (bc) = (ab) ¢ Va,b,c € G

Un monoide es un semigrupo G que contiene un

i) elemento identidad e € G tal que ae = ea =a Va € G

Un grupo es un monoide G tal que

iii)Va € G,3a=! € G (elemento inverso) tal que a " la =aa!t =e¢

Un semigrupo G se dice abeliano o conmutativo si su operacién binaria es
iv) conmutativa: ab = ba Ya,b € G

Cuando G es conmutativo, la operacién binaria se suele denotar como suma (4), el elemento identidad se llama
neutro y el inverso de un elemento se dice opuesto.

El orden de un grupo G es el nimero cardinal |G|.
G se dice finito (respectivamente infinito) si |G| es finito (respectivamente infinito).

Teorema

1. Si G es un monoide, entonces el elemento identidad es tinico (y se denota e)

Si G es un grupo, entonces:
2. Vae€ G,Fa"t:aa ! = a"ta=e (por lo tanto, el inverso de cada elemento es 1inico)

3. Va,b,ce G:ab=ac=b=cyba=ca=b=c (leyes de cancelacion a izquierda y a derecha)
4. Vae@G: (a‘l)_1 =a
5 Va,be G:(ab) " =bla !

6. Va,b € G, las ecuaciones ax = b e ya = b tienen soluciones tinicas en G: z =a ‘b e y = ba™?

Dem.: (Ejercicio)

Ejemplos

1. G ={e} es el grupo trivial

2. (Z,4),(Q,+),(R,+),(C,+) son grupos abelianos
3. (Z,),(Q,),(R,-),(C,-) son monoides

4. (Q—-{0},-),(R—{0},") son grupos abelianos

5. GL (n,R) el conjunto de las matrices n x n sobre R inversibles (determinante # 0) es un grupo con el
producto usual de matrices

6. SL(n,R) el conjunto de las matrices n x n sobre R de determinante 1, es un grupo con el producto usual
de matrices
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Otros ejemplos (jjjmuy importantes!!!)

* Grupo simétrico (o de permutaciones) en n letras

Consideremos un conjunto S # 0. Sea A(S) el conjunto de biyecciones de S. A(S) es un grupo con la
composicién de funciones (Ejercicio).

Supongamos que S = {1,2,...,n}. El conjunto A(S), en este caso, se denota S, y se llama el grupo simétrico
(o de permutaciones) en n letras.

Los elementos de S;, se denotan de la siguiente manera:

Por ejemplo, S35 esta formado por:

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3\ /1 2 3
1 2 3)7\2 1 3/)°\3 1 2)’\1 3 2)’\2 3 1)’\3 2 1
En general, |S,,| = n! (Ejercicio)
*x El producto directo de grupos
Sean G, H grupos.
GxH={(g,h):ge GANh e H}
es un grupo con la operacién
(91,h1) - (g2, h2) = (91 - g2, h1 - ha)
Ademsds, |G x H| = |G| - |H]|
(Ejercicio)

x Consideremos Z grupo.
Sea k € N fijo. Definimos la relacién congruencia moédulo k de la siguiente manera: x1,xs € Z,

T X Ty & T — 1 = kp (pez)

Esta relacidn es de equivalencia. (Ejercicio)
Por el algoritmo de la division,
1 =kpy + 11 0<r <k
£E2:kp2+7’2 0<ry <k
= x1 x r1 A xg x 1o (Ejercicio)
Més atin, 1 x 23 < 1 x r2 (Ejercicio)

Podemos entonces, partir a Z, en clases de equivalencia, por la relacion o.
Asi, Z/ = {0,1,2,...,k — 1} (tiene k elementos).
Adems4s, tenemos que:

T1 X Ty = X9 —x1 = kp1
Y1 X Y2 = Yo — Y1 = kpa2

de donde (z2 4+ y2) — (1 +y1) =k (p1 + p2) = (22 + y2) x (z1 + y1)
Por lo tanto, la relacién dada, es una relacion de congruencia.

Luego, en Z/ x se define la siguiente operacién:

THy=T+y
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y Z/ x se denota Zj.
Por ejemplo, en Z3 = {0,1,2} tenemos:

o~ ol +
o~ o O
= Dl Dol DO

=IE

Se puede probar que el producto de Z se puede inducir a Zg, mostrando que:
T1 X T2 AY1 X Y2 = T1 - Y1 X T2 Y2

Luego, en Z/ x se define también la operacién:

&l
<

Il

8
<

x Consideremos ahora, el cuadrado con vértices consecutivamente numerados 1,2, 3, 4, centrado en el origen del
plano = — y, y de lados paralelos a los ejes.

Sea Dj el conjunto de las siguientes transformaciones en el plano:
e Id: transformacion identidad.
e R: rotacién en 3, con centro en el origen, en el sentido de las agujas del reloj.
e R? = Ro R: rotacién en , con centro en el origen, en el sentido de las agujas del reloj.

3

e R3 = R?o R: rotacién en =, con centro en el origen, en el sentido de las agujas del reloj.

S13: simetria axial respecto de la recta que pasa por los vértices 1y 3.

So4: simetria axial respecto de la recta que pasa por los vértices 2 y 4.

S, simetria axial respecto del eje x.
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e S,: simetria axial respecto del eje y.

D} = {Id, R, R%, R3,S13, So4, Sz, Sy} es un grupo no abeliano, con la composicién (Ejercicio).

o Id[RIR2T R3] Si3 | Soa | Sy Sy
Id
R Sy
R2
RS
S13

Ejercicio: completar la tabla.

Andlogamente, se define D,,*, el grupo de las transformaciones rigidas del plano que dejan invariante un poligono
regular de n lados, centrado en el origen.

Definicién
n

Sin e N,a™ :Hai con a; = a
=1

a’ =e

Teorema
Si G es grupo (respectivamente, semigrupo y monoide) y a € G, entonces, Vm,n € Z:
1. a™a"™ = a™*" (notacién aditiva: ma + na = (m + n)a)

2. (a™)" = a™" (notacién aditiva: n(ma) = nma)
Dem.: no la haremos.
Definicién
Sean G, H semigrupos. La funcién f : G — H es un homomorfismo de semigrupos si:
flab) = f(a)f(b),Va,b e G

Si f es inyectiva, f se dice monomorfismo.

Si f es suryectiva, f se dice epimorfismo.

Si f es biyectiva, f se dice isomorfismo.

e Si H = G, un homomorfismo f, se llama endomorfismo.

Si H= Gy f es un isomorfismo, f se llama automorfismo.

Observacién 1
Si f:G— Hyg:H — K son homomorfismos de semigrupos, entonces go f : G — K es homomorfismo.
Dem.: Ejercicio
Observacion 2

Si G, H grupos y f: G — H homomorfismo, entonces:
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1. f (EG) = ey
2. fla)™t=f (a’l)

Dem.:

1. eg = egeg Luego, como f es homomorfismo, f (eq) = f (eq) f (eq) (¥)
Ahora bien, ey = f (6@)_1 f (eg)\zfjf (eg)_1 flec) f(ec) =enf(eq) = f(eq), como queriamos pro-
(*)

bar.

2. (Ejercicio. Sug.: utilizar el resultado probado en 1.)

Ejemplos

1. G grupos abeliano
i:G— G/x v 171 es un automorfismo.

(Ejercicio: Verificarlo)

2. G,H grupos y f: G — H homomorfismo
f isomorfismo < f~!: H — G homomorfismo tal que fo f~' =idy y f~'o f =idg

Dem.: Ejercicio

Sug.: Como f: G — H es una funcién biyectiva, existe su funcién inversa f~' : H — G que también
es biyectiva (s Por qué?)

Dados hy, he € H,3lg1, g2 € G tales que f(g91) = h1 A f (g2) = ha (s Por qué?)
Luego, g1 = f~! (h1) Aga = 7' (ha)
Utilizando las hipdtesis dadas, probar que f~' es un homomorfismo.

3. G, H grupos, la proyeccién 71 : G x H — G/(g,h) — ¢ es un epimorfismo.

(Ejercicio: Probarlo)

4. G, H grupos, la inyeccién/inclusion is : H — G x H/h — (eq, h) es un monomorfismo.

(Ejercicio: Probarlo)

Definicién
Sean G, H grupos y f : G — H homomorfismo, al conjunto
kerf ={g€G: f(9) =en}
se le llama nucleo de f.
Proposicion
Sean G, H grupos y f : G — H homomorfismo de grupos, entonces:

f inyectivo < kerf = {eqc}

Dem.:
=) Sea g € kerf = f(g) = en. Ademds, eg € kerf pues f (eq) = eg. Como f inyectivo, resulta que g = eq.

Luego, kerf = {eg}
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<) Ejercicio.

Definicion

Sea G grupoy 0 # H C G. Se dice que H es cerrado por el producto (o por la operacién binaria) si
Va,be H :abe H.
Si H con esa operacion binaria es un grupo, entonces se llama subgrupo de G y se denota H < G.

Obsrevacién
Si G es un grupo, {eg} es un subgrupo de G, y si H < Gy H # {ec}, H se dice subgrupo propio de G.

Ejemplos

1. Si G # {eg} es grupo, G contiene al menos los subgrupos G y {e¢} (subgrupos triviales).

2. En Z, el conjunto mZ = {mk : k € Z} es un subgrupo de Z.
Miés ain, mZ = 7Z si m # 0 y el isomorfismo viene dado por ¢ : Z — mZ/k — ¢(k) = mk

(Ejercicio: Verificarlo)

4. Si G es grupo, Aut(G) = {f : G — G : f homomorfismo biyectivo} es grupo con la composicién.

(Ejercicio: Verificarlo).

Teorema

Sea G grupo y ) # H C G, entonces:

H es subgrupo de G < ab™! € H,Va,be H

Dem.:
=) Ejercicio
<) Como H # (),3a € H. Luego, por hipétesis, aa~* € H

ceeH
Para e,a € H, por hipétesis, ea™! € H

o teHVYVYae H

Sia,bpe H=ab'eH=a(b)) ' eH

c.abe H

La asociatividad vale en H, pues ella vale en G y H es cerrado por el producto.

Ejemplos

1. Si f: G — H es un homomorfismo de grupos, entonces:

o kerf <G
e f(G)<H

Ademis,
e G<G=f (é) <H

of{I<H¢f*1<fI)<G
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(Ejercicio: Probarlo)

2. Sea {H;} una familia de subgrupos de un grupo G, entonces m H; es un subgrupo de G pues:
iel

Sean a,b€ (| H; = a,b€ Hy,Vic I =ab ' € Hy,Vie I =ab~' € (| H;
i€l i€l

Ahora, si Hy y Hs son subgrupos de un grupo G, squé sucede con Hy U Hy? (Ejercicio)

Definicién/Teorema

Sea G un grupo y f # X C G, entonces el subgrupo generado por X, que denotaremos (X ), consiste en

elementos de la forma af'ay?...a;"* con a; € X An; € Z,Vi=1,2,...,1.

Los elementos de X se dicen los generadores de (X).
Si X ={ay,as,...,an}, escribimos (X) = (a1, as,...,a,) y este se dice finitamente generado.

Dem.: No la haremos.

(Ejercicio: pensar qué forma tienen los elementos de (X) cuando usamos la notacién aditiva)

Observacién

(0) = {e}

Definicién

Un subgrupo H de un grupo G se dice ciclico si H = {(a) = {ak ke Z}

Ejemplos

Definicién

Sea G un grupo y a € G. El orden de a es el orden del subgrupo ciclico {(a) y se denota |a|.

Ejemplo
En Dj,[R| =4y |S.| = 2

Este ejemplo nos permite intuir la siguiente:

Proposicion

Si G es un grupo finito y a € G, el orden de a es un divisor del nimero de elementos de G.

Dem.: No la haremos.

Los siguientes ejemplos muestran que el resultado de la proposiciéon puede ser también cierto para todos los
subgrupos de G.

Ejemplos

Los subgrupos de S5 tienen 6rdenes 1,2,3 6 6, mientras que los subgrupos de D} tienen érdenes 1,2,4 u 8.

(Ejercicio: buscar ejemplos de tales subgrupos).
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Se infiere que la afirmaciéon de que “el nimero de elementos de un subgrupo H de G divide al ntmero de
elementos de G” puede ser cierta siempre. Este resultado se conoce con el nombre de Teorema de Lagrange,
pero no lo probaremos en este curso por carecer de las herramientas para hacerlo.

Definicion

Un grupo en el cual cualquier elemento tiene orden una potencia (> 0) de un primo fijo p, se llama p-grupo. Si
H < Gy H esun p-grupo, entonces H se dice p-subgrupo de G. En particular, (e) es un p-grupo (p-subgrupo).

Resultados importantes (Sin demostracién)

e G es un p-grupo< |G| es una potencia de p

e Sea G un p-grupo, entonces: H < G = H es un p-grupo

Definicion

Sea p primo. Un subgrupo P de un grupo G se dice p-subgrupo Sylow si P es un subgrupo maximal de G
(es decir, P < H < G A\ H p-subgrupo = H = P).

Ejemplo

En Z12, (3) es un 2-subgrupo Sylow y (4) es un 3-subgrupo Sylow.

FIN
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PRACTICA 1: Teoria de grupos

1. Completar los ejercicios de la teoria

2. Se define ® : Q x Q — Q mediante a ® b = a + b+ a - b. Analizar las propiedades de asociatividad,
conmutatividad, cancelacién, existencia de elemento identidad y elementos inversos.

3. Determinar si G es un grupo, semigrupo o monoide, justificando en cada caso:

(a) G =Q con la operacién a -b = ‘IT'H’ donde + es la suma usual en Q
(b) (G,), donde G =Z x Z con (a,b) - (¢,d) = (ad + be, bd)

4. En el conjunto C de los niimeros complejos, se considera e definida por
men=m-+mn—1

Probar que (C, o) es un grupo abeliano.

5. El grupo de los cuaterniones

Definimos en el conjunto G = {1, —1,i,—i, j, —j, k, —k} un operacién que verifica:

e l-x=zx-1=z Vel
o (1) z=z-(-1)=—-2,Vz G

.i.j:k
o j-k=1
o k-i=7

e r-y=—y-x,Vr,ye G
ei-i=j-j=k-k=-1
Realizar una tabla de operaciones para GG y mostrar que G es grupo.

6. Mediante una tabla de operaciones para la suma y el producto, analizar la estructura de Zg

7. Encuentre los inversos y el orden de los siguientes elementos:

1 2 3
(a)7'1:<2 3 1>ES3
1 2 3 4
(b) 72:<3 2 4 1>€S4

8. Sean (R,+) y (R*,-). Verificar que f: R — R*/z + f(z) = 2% es un homomorfismo. ;Qué sucede con
g:RY — R/x +— g(x) = logy x?

Mo

9. Analizar si f : R® — M (2,R) / (21, 22,73) — ( 0) es un homomorfismo de grupos. En caso

T2 I3
afirmativo, clasificarlo.

10. Verificar que f : R — /z — f(z) = —3x es un automorfismo de R en s{ mismo. ;Qué sucede con
g:R— Jz—g(x)=0+17

11. Determinar si f : R® — R?/(a,b,¢) — (a — ¢,b— ¢) es un homomorfismo de grupos. En caso afirmativo,

hallar su ntcleo.

12. Sean (M (n,R),+) v (R, +) grupos aditivos. Verificar que f : M (n,R) — R dada por f ([Ccl 2}) =

a + d es un homomorfismo y hallar su ntcleo.
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13. Analizar si f : Z — C/n — "™ es un homomorfismo de grupos. En caso afirmativo, determinar nicleo e
imagen.

14. Analizar si S = {(x,y) ER?/y= 2:10} es subgrupo de R2.
15. Verificar que G = {1, —1,4, —i} es un grupo ciclico y determinar sus generadores.
16. Encontrar los generadores de (Zg, +) y de (Z5 — {6})

17. Indicar el orden de todos los elementos de (Zg, +) y de (Zs — {0}).
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